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1.
Über die Reduction dreifacher Integrale auf
Quadraturen.
(Von Dr. A. Winclder, Professor der Geodäsie an der K. K. technischen Lehr-Anstalt
zu Brunn.)
Uas hier Folgende enthält die Entwickelung von Reductiorisformeln
für dreifache Integrale, bei welchen die Function unter den Integralzeichen
nur durch ihr Argument näher bestimmt ist, und wobei die untern Grenzen
sämmtlich Null , die obern willkürliche Functionen sind. Es wird dabei nur
vorausgesetzt, die obern Grenzen seien von der Beschaffenheit, dafs alle später
vorkommenden Gleichungen, welche sich auf die Bestimmung der Grenzen
beziehen, innerhalb der in Frage kommenden Intervalle, jedesmal nur eine
einzige reelle Wurzel haben und die Betrachtung es nur mit einförmigen, ohne
Wechsel entweder wachsenden oder abnehmenden Functionen, oder mit stets
auf- oder absteigenden Curvenzweigen zu thun habe.
Es sind dies dieselben Voraussetzungen, welche den Resultaten zu
Grunde liegen, die ich im 45len Bande dieses Journals entwickelt habe. Im
Allgemeinen läfst sich bekanntlich jedes dreifache Integral so zerlegen, dafs
seine einzelnen Bestandtheile in der That jenen Voraussetzungen entsprechen.
Obgleich nun die folgenden Ergebnisse auch aus den analogen Formeln
für doppelte Integrale gefunden werden können, so führt doch der directe
Weg schneller zum Ziele; wobei noch ein Mittel zur Prüfung übrig bleibt.
Unter dem gegebenen dreifachen Integrale stellen wir uns, wie üblich, den
Ausdruck einer Masse vor, welche, in einem durch die Integrations-Grenzen
bestimmten Räume enthalten und nur nach gewissen Schichten, deren Lage
und Gestalt das Argument der Function angiebt, von unveränderlicher Dich-
tigkeit ist.
1.
Bezeichnet t dieses Argument) d. h. die Verbindung, in welcher die
Variabein x9 y, z in der Function unter den Integralzeichen ansschliefslich
auftreten, so wird sich der Zusammenhang aller, einem constanten t ent-
sprechenden Werthe von x, y, z durch eine krumme Fläche vorstellig machen
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lassen, für welche f ( t ] , also die Dichtigkeit der Masse, unveränderlich bleibt.
Läfst man nun t um dt sich ändern, so wird dem Werthe t-\ dt eine zweite
krumme Fläche derselben Art entsprechen, welche mit der erstem eine
räumliche Schicht einschliefst, von welcher ein Element als schiefwinkliges
Parallelepiped betrachtet wird , dessen auf einander senkrechte Dimensionen
dx, dy, (-37)^ sind, dessen Inhalt also
ist. Der Inhalt dS der bis zu den äufseren Begrenzungen des ganzen Raums
sich erstreckenden Schicht wird man durch Integralion nach und y zwischen
den gehörigen Grenzen, also aus der Gleichung
dS =
linden. Integrirt man endlich f(t)d$ nach l, wodurch man die Summe der
in den auf einanderfolgenden Schichten enthaltenen Massen erhält, so ergiebt
sich für den Ausdruck der Masse eines Theils des Ganzen:
Die Werthe von und y, zwischen welchen f(t)dS zu integriren ist.
um den einer gegebenen Schicht entsprechenden Werth zu linden, müssen
aus dem Umfange der Projection jener Schicht (oder vielmehr der krummen
Fläche, in welcher sie liegt,) auf die Ebene der xy, abgeleitet werden. Das
Nähere hierüber wird sich am besten bei der Behandlung einzelner Fälle
zeigen lassen. Wir werden dabei immer beobachten, dafs zuerst nach y,
dann nach und schliefslich nach t integrirt wird.
Offenbar ist es aber im Allgemeinen hinsichtlich des Resultats gleich-
güllig, ob man die in einer Schicht enthaltene Masse aus deren Projection
auf die Ebene der xz, oder yz, oder auf irgend eine andere Fläche, oder,
wie oben angenommen, aus der Projeclion auf xy bestimmt.
Aus dieser Bemerkung ergiebt sich jedoch für doppelte Integrale eine
Transformations-Gleichung, welche wohl zu beachten ist, und welche wir daher
vor Allem hier anführen wollen.
Man stelle sich nämlich vor, es handle sich um die Bestimmung der
Masse einer unendlich dünnen Schicht (Fig. 1.), zwischen zwei aufeinander-
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folgenden Fl chen enthalten, deren Gleichung:
z = n(x,y,t]
ist, und welche von den Seitenfl chen eines Parallelepipeds (ξ, η, ζ) begrenzt
wird. Aus der eben angef hrten Gleichung leite man
ab, und stelle sich unter JF(&,y,n(x,y,t)) die Dichtigkeit der Masse im
Puncte x, y, % der dem Parameter t entsprechenden Schicht vor, so wird
man, der obigen Bemerkung gem fs, zu den folgenden Gleichungen gelangen:
(A) /^'V/^'V^r^)
-^ y (ν^*)(^,
= / dx l f(x φ, %}(-—-)dz.
*J *J \ dt *l ξ
Im Nachstehenden findet diese Gleichung, wo es sich um die Her-
stellung symmetrischer Formen handelt, mehrfache Anwendung.
Im Verlaufe unserer Betrachtungen ist fters von der Aufl sung ge-
wisser Gleichungen die Rede.
Um Wiederholungen zu vermeiden, sollen durchgehends folgende Be-
zeichnungen gebraucht werden. Es sei
das gegebene Argument. Vorausgesetzt wird, man habe
y = φ (χ9 /) aus der Gleichung f\&, y, θ (χ, y)'] — t = 0,
abgeleitet, wobei χ(χ} und 6(x,y} die Grenzfunctionen des vorgelegten drei
fachen Integrals, resp. nach y und -z bezeichnen. Die geometrische Bedeu
tung dieser Gleichungen l fst sich ohne weitere Erkl rung erkennen.
2.
Es sei nun :
.J_
r —v / / \vuv"
_ «χ
U 0
by + «») dz
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gegeben. Alsdann ist
t = F(x, >% #) = ttx -\-by-\- cz; (-r-) = —
^" M t ' C
und man hat
γτ=φ(χ>ΐ] aus der Gleichung ax-\-by^-\t-c6(x,y] — /^^O,
zu berechnen.
F r die auf einander folgenden Werthe von / (Fig. 2.) entsteht eine
Reihe paralleler Ebenen, zwischen welchen die Dichtigkeit jedesmal conslant
ist. Um die estandtheile zu bezeichnen, aus welchen sich der Raum am
einfachsten zusammensetzen Iftfst, wollen wir von jenen Ebenen diejenigen
hervorheben, welche durch die sechs Puncte
{&*(£), 0}, {0,0,0}, {0,*(0),0},
{!,0,*(£0}}, {Ι^(ί),β(Ι,/(ί})}, {0,7(0), 0(0,
 Z(0))}
gehen, und durch welche der Raum in sieben, einzeln zu berechnende Theile
zerlegt wird. Drei derselben sind von der Fl che % — θ(χ,γ], die brigen
von Ebenen und einer cyKndrischen Fl che begrenzt.
Zur Abk rzung wrerde, wie in allen sp teren F llen:
(f)) = ^ 0(0,0) = ?',
gesetzt. Dann mufs man , um die einzelnen Theile des dreifachen Integrals
zu finden, die Integration wie folgt sich erstrecken lassen:
•f ff /v* f(1.) Nach/, von 0 bis — -. — ; Nach x, von — bis ξ; Nach i, von αξ bis α!-·\-ύη;
_ n — · .(2.) | b >
l - - 0 -
 X(x);
C3.) l - - 0 - t-, - - 0 - . . „ .
 s,,;
( - - 0
C4.) - - 0 -
(7.) - - 0 -
 V(jr,/); - - 0 -
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Dieses System von Werthen l fst sich auch leicht in ein k rzeres
verwandeln, wenn man es so einrichtet, dafs bei jedem einzelnen Integral
die untere Grenze in Bezug auf t = Null wird. W hrend jedoch das ange-
gebene System nur wirkliche Bestandtheile des dreifachen Integrals enth lt,
kommen bei dem transformirten Integral fremde Raumtheile in Rechnung,
welche sich zwar wieder aufheben, bei welchen aber m glicherweise die
Eingangs gemachte Voraussetzung nicht Statt finden k nnte. Das transfor-
mirte System ist:
Nach r, von 0 bis —
 7 — ; Nach .r, von | bis — ; Nach /, von 0 bis αξ;
0 - λ (ί); - - 0 - brf;
0 - ω(/); - - 0 - c£ ;
- - o -
- - ω (<) - ξ; - - Ο -
- - Ο - ψ(0; - - Ο ~
- - <p(x,t) - *(*); - - VW - ξ; - - Ο -
hnliche Transformationen lassen sich auch bei den folgenden Grenzsystemen
machen; wir werden dieselben nicht besonders anf hren.
Die Summe der hierdurch gegebenen Integrale stellt das vorgelegte
dreifache Integral dar. Man kann also der K rze wegen von der Aufstellung
der Formel abstehen. Nur zwei besondere F lle sind ausf hrlicher zu bemerken.
1°. Es sei # — 0, ft — 0, c=l, also t = z. Dann sind die homo-
genen Schichten-Ebenen parallel mit χγ, und es ist
γ = φ(χ,() durch die Gleichung 0(jr, y) = (,
gegeben. Ermittelt man die Werthe der in der allgemeinen Formel vor-
kommenden unbestimmten Ausdr cke, so ergiebt sich nach einigen weiteren
Verwandlungen die bemerkenswerthe Gleichung
/
0 0
0(0.0) ω V (** Ο ΛΡ 4-
0 0
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welche jedoch schon in den auf andere Art abgeleiteten Resultaten (im 45. Bd.
dieses Journals) als specieller Fall enthalten ist.
2°. Setzt man χ(χ) = η, θ(ν,γ) — ζ constant, so ist
φ(*,ί) = -ί(«-ιι*-<&; ω (t) = *-=£,
Cft
und es findet sich nach einigen leichten Umformungen folgende symmetrische
Gleichung:
2abc j ^dx l *dy l f(ax -\- by -} c%] dz
= fa\t - «|)'/(0 dt +/> - W(0 dt -\-fc\t
F r das n fache Integral einer Function mit linearem Argument w rde man
2n— l Theil- Integrale erhalten.
3.
Es sei nunmehr t der Quotient zweier linearen Functionen der drei
Ver nderlichen und zwar
. _ ax-\- by -\-cz-\- m
'
Die Schichten von constanter Dichtigkeit sind hier gleichfalls Ebenen
(Fig. 2.); ihre gemeinsame Gleichung ist
(at — a)x-\-( t — fyy-\-(yl — ήχ + μί — m = 0
und sie haben eine gemeinschaftliche Durchschnittslinie, deren Gleichungen
sich ergeben, wenn man t unbestimmt werden l fst. Diese Gleichungen
sind also
ax -\- by -j- cz -j- m = 0,
«*+0y+y*-f^ = 0;
woraus sich die Coordinalen der Durchschnittspuncte dieser Geraden und der
Coordinaten-Ebenen finden lassen. Um r cksichtlich der Lage dieser Geraden
auf einen ganz bestimmten Fall sich beziehen zu k nnen, m gen s mmtliche
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Coeffieienten als positiv betrachtet und es mag aufserdem angenommen
werden, dafs
a h c mΤΓ>7>7>7
sei. Dann liegt die Durchschnittslinie aller Ebenen unterhalb des positiven
Theils der χγ Ebene und trifft dieselbe in dem Theile (-j-·^ — y\ Ferner
entspricht die Ebene, welche durch den Anfangspunct der Coordinaten geht,
verm ge der Annahmen ber die Coeffieienten, dem kleinsten Werthe von t,
welcher in Betracht kommt. L fst man also von dieser Lage aus die Ebene
durch den auf der Seite der positiven Coordinaten liegenden Raum sich be-
wegen, so nimmt t fortw hrend zu.
Dies vorausgesetzt, haben die Grenzen, zwischen welchen die Inte-
gration f r die einzelnen Theile des Volumens sich zu erstrecken hat, die in
dem folgenden Schema angegebenen Werthe:
^ , ^ u· (at—a)jc4-ut—m
 Λτ . . , . ut — mNach r, von 0 bis — i- ' ' ; - ; Nach jt, von ξ bis — - -- ;p t — υ - at — a
π ι ι m u· a£-\-m,Nach f, von — bisμ
-τ . t x ,. — --— AT .Nacnj,von χ(χ) bis -- /9/_/  > Xt> von
IVT i « m .. -Nach f, von — bis
Nach y, von 0 bis cpfajt); Nach jr, von 0 b i s w ( f )
mτντ ι . . .Nach /, von — bis
Nach
 r> von - ~ = bis ^(j:) . Nach Λ·, von | bisA(0;
^r , w* u- «ίNach 1 , von — bis *μ
Nach j, von φ(^0 bis 0; Nach ^ , von | bis ω (7);
_ _ , ^ m , . a£4-c£"4-mNach /, von — bis *
Nach r, von <jp(^<) bis^(j7); Nach .r, von 0 bis
_T . M m , .Nach /, von — bisμ
Nach 7, von φ(^/) bis χ(α?); Nach^, von </;(/) bis |;
IVT ι
 Λ
 m
 t.·Nach i, von — bis
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Noch ist zu bemerken, dafs
f dz\ (ac — αγ)3Γ-\-(β€ — ?>γ))'-}-με— my
\dt) ~ (γί — cY
ist, und dafs dieser Ausdruck f r alle in Betracht kommenden Werthe von t
stets positiv bleibt. Hiermit ist das dreifache Integral als vollst ndig gefunden
zu betrachten. Der grofsen Weitl ufigkeit wegen, welche die weitere Aus-
f hrung haben w rde, m ge es bei diesen Angaben bewenden. Es ist leicht
/u sehen, dafs hierdurch, selbst wenn χ(χ} und 0(x,y) nicht n her bestimmt
sind, das gegebene dreifache Integral durch eine Summe einfacher und dop-
pelter Integrale ausgedr ckt wird.
4.
Nur der besondere Fall mag n her er rlert werden, wenn die obern
Grenzen (αή = η, θ(χ^γ} = 'ζ constunt sind. Alsdann ist
Setzt man der K rze wegen:
am — αμ = fiL * tn — bμ = bi, γηι — €μ = c^,
und bemerkt, dafs die Summe der sieben einzelnen Integrale eine k rzere
Form annimmt, wenn man dieselben in zw lf andere Integrale zerlegt, von
welchen drei mit — und die brigen in symmetrischer Weise mit den zwischen
dem ersten und letzten der im obigen Schema vorkommenden Grenzausdr cke
ihren Anfang nehmen, so findet man:
V,
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o£+6»7-fm
el+^+^u
In dieser, wie man sieht, ganz symmetrischen Formel sind viele specielle
Resultate enthalten.
Schliefslich die Bemerkung, dafs sich aus den bisherigen, so wie auch
aus den noch folgenden Resultaten, Reductionsformeln f r 4, 5, .. .-fache
Integrale finden lassen, zu deren Ermittelung sich das geometrische Verfahren
direct nicht mehr benutzen l fst. In dem eben betrachteten Falle z. B. braucht
man nur eine weitere Ver nderliche s einzuf hren, indem man ms-\-n statt
m und μ8-\-ν statt μ setzt, die Gr fse * sich ebenfalls in den Grenzen ent-
halten vorstellt, so dafs diese nun #(#,*), 0(&,y,#) sind, endlich aber π (s)
statt ξ setzt. Integrirt man hierauf die f r das dreifache Integral gefundene
Gleichung weiter nach s, von 0 bis σ, so wird man eine Gleichung f r das
vierfache Integral
/"* /""W /**'J J J ajc4- βγ4-γζ-\-μ>ίί·l ry ι / ι r
finden, die durch doppelte und dreifache, nach 1, s und nach /, ar, # genom-
mene Integrale, ausgedr ckt ist. hnlich w re der Weg, um aus den Re-
ductionsformeln f r doppelte, diejenigen f r dreifache Integrale abzuleiten.
5.
Es sei nun t eine ganze rationale Function zweiten Grades und zwar:
t = ax2^by* + cz2 + 2hxy+2kxz^2lyz+2mx-^2ny-)r2rz.
Zur Vereinfachung nehme man an, die drei letzten Glieder dieses Aus-
druckes seien dadurch weggeschafft worden, dafs man a? 4*^09
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statt , y, % gesetzt und dann #0, y^, #0 der Forderung geraäfs bestimmt
habe. Dies kann bekanntlich nur in dem einzigen Falle nicht geschehen.,
wenn a?0, y(), ar0 unendlich werden, also der Ausdruck
verschwindet. Fände dieser Fall, welcher jedoch ausgeschlossen bleiben mag,
Statt, so liefse sich das entsprechende Integral ähnlich wie in den folgenden
Fällen behandeln.
Es sei also
t = aa? + 6y*-\-cz* -\-2Axy -\-2fcxz-\-2ty*,
so sind die dieser Gleichung zugehörenden Flächen , je nach Beschaffenheit
der Coefficienten, entweder Ellipsotde oder Hyperboloide, deren Mittelpuncte
mit dem Ursprünge der Coordinaten zusammenfallen.
Zunächst für den ersten Fall mögen die Coefficienten insgesaramt als
positiv betrachtet werden. Nimmt man aufserdem an, es sei
ab>h\ ac>k\ bc>l\
so ist die krumme Fläche (Fig. 3.) das dreiaxige Ellipsoid, welches zu den
Coordinaten-Ebenen eine solche Lage hat, dafs der zur z, y, o?-Axe conju-
girte Durchmesser des Hauptschnitts resp. in der xy, zx, yz- Ebene zwischen
den Halb-Axen (-\-x, — y), (+*> — x\ (+30 — *) hindurchgeht. Diese An-
gaben sind zur Bestimmung der Grenzen hinreichend. Das entsprechende
dreifache Integral zerfällt auch hier in sieben einzelne Integrale, welche sich
auf ganz ähnliche Weise wie in dem vorigen Falle finden lassen. Auch ist
leicht zu bemerken, dafs die Theilung des Raums ganz ähnlich wie im vorigen
Falle geschehen kann, weshalb nur noch das System der Grenzwerthe wie
folgt anzugeben ist. Es ist zu integriren:
w , A K · hx—y(bt+(h*—ab}x*) _ . .. l tNach 7, von 0 bis -- ~ — L- L — L. Nadi x^ von 0 bis l/— ;
Nach f, von 0 bis 0£2;
M u n · h*— i/(Ä/-f(A2— ab)jc*) . , u-
 fcNach y, von 0 bis -- ^ — L"  - — ~; Nach jr, von 0 bis |;
Nach t, von a£2 bis brfz;
Nach /, von 0 bis %(x}\ Nach , von 0 bis ( )\
o - _ - - , . .
 m _
Ü J
Nach t, von br)n bis ^
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Nach y, von 0 bis %(#)\ Nach .r, von 0 bis |;
Nach *, von αξ* -\-btfi- 2 Λξη bis r£°e;
(Nach 7, von φ (χ, t) bis Z W; Nach ^r, von 0 bis ω(ί
t - - 0 - χ(χ); - - «(*) - ξ
Nach f, von cf°2 bis fti/f+<?£"+2&/£';
(Nachy, von qp(.r,f) bis #(·&·); Nach .r, von t//(#) bis w( f )
l - - 0 - *(JT); - - ω (t) - |
Nach e, von 6ι/§+ cf'f-|-2fe/£f bis β|*+Γ£"»+2*|ε";
Nach/, von<p(.r,f) bis ^W; Nach j^, von \fj(t) bis |;
Nach f, von a?+c?'z+2k%» bis [
'
 T
 '
Da ferner:
(ac — k*)x* — Z(kc — kl)xy — (bc—
ist, so folgt
rff /V
= 5-/7J - rgr / (2\/(bc — l)J ^arcsm ^-—-— r)t)
Statt der weitern Ausf hrung m ge der specielle Fall betrachtet werden,
in welchem die Grenzen des dreifachen Integrals constant und A === = /==:()
sind. Dann ist
Bemerkt man aufserdem, dafs f r ein negatives a,
4- - v arcsin
—«
( }
- - -
 arc sa
 ////((/?
ist, und formt die einzelnen sich ergebenden Integrale so um, dafs ein sym-
metrisches, in allen Theilen reelles Resultat entsteht, so wird sich folgende
Gleichung finden:
2
 -f fly2 -f es2) dz
2*
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/
α£Η·ν+<** £ 17/ft/(O ^ a a r e c o B - y f arcco»
α
* ** £ι/α4- τ? I/A arc cos ~ * J dtι ' r / i — &η*)
/
α£*+δ»;*
'
"
-/
.,
/'(O W^arccos ,.Λ c. 2. — i/larccos
'
 ν
 ' ι ' r /U— iw2) r
Hieraus ergiebt sich, z. B. wenn f ( t ] f r ί = σο verschwindet, die bekannte
Gleichung
4i/(«Ac,
u u u υ
6.
Auch wenn die Coefficienten «,, A, c verschiedene Zeichen haben,
bleibt das obige Verfahren anwendbar. Um hier alle F lle zu umfassen, ge-
n gt es, anzunehmen, es sei einer dieser Coefficienten, z.B. a, negativ und
die beiden ndern seien positiv. Auch werde A, k, l als positiv und F—bc
als negativ angesehen. Dann ist in Folge dieser Annahmen
und man erh lt, w hrend t alle positiven und negativen Werthe durchl uft,
alle ein- und zweitheiligen elliptischen Hyperboloide, welche sich an einen
elliptischen Kegel asymptotisch anschliefsen. Noch ist zu bemerken, dafs,
verm ge der obigen Annahmen, die den Axen der γ und % conjugirten
Durchmesser der resp. in der χγ- und xz- Ebene vorkommenden Hyperbeln,
so wie der zur s-Axe conjugirte Durchmesser der Ellipsen in der y«- Ebene,
nicht in die R ume der positiven Halb-Axen fallen.
Im Allgemeinen zerf llt das dreifache Integral auch hier in sieben Be-
standtheile. Um imagin re Ausdr cke zu vermeiden, mufs man bei der Auf-
stellung der Grenzen unterscheiden, ob die Asymptoten der Hyperbeln in der
xy- und o?«-Ebene die Ordinaten χ(ξ) und 0(£,0) selbst, oder nur de-
ren Verl ngerungen schneiden. Aus dieser Unterscheidung entspringen vier
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verschiedene F lle, welche durch die folgenden Ungleichheiten characterisirt
werden :
2. - <0 - -
3. - >0 - -
4. - <0 - - <0;
wo das Zeichen > anzeigt, dafs die Asymptote die betreffende Ordinate selbst,
das Zeichen <, dafs sie blofs deren Verl ngerung schneidet.
Von diesen vier F llen (Fig. 4.) m ge z. B. der erste etwas n her be-
trachtet werden. Die entsprechenden Grenzwerthe sind:
n .. — — v , , ,. £Nach y, von 0 bis -- ^~"~6 - — ' ^ von } « ^"
Nach f, von «ξ2 bis 0;
n ,. Ajr — |/(ftf + ( 2 — ab)x*) w , π κ· fcNach y, von 0 bis -- ^ — j- ^  — -\ Nach ^r, von 0 bis §;
Nach /, von 0 bis e^+V+Z*^;
(Nach y, von 0
 bis _to-/(*«-H*g-^)^); Nach ^ von 0 bis
i( - - 0 -
 X(jc) - - λ(0 -
Nach f, von
 αξζ+1>η*+2!ιξη bis i^2;
Nach y, von 0 bis #(#); Nach jr, von 0 bis
Nach /, von δι/2 bis «|2+c^2+2ft^;
(Nach y, von 0 bis χ(χ)\ Nach ^r, von 0 bis w
Nach /, von «£2+<£"2+2/ί&" bis α
iNachy, von 0 bis χ(χ)\ Nach Λ:, von 0 bis ω (t))
\ - - <y(x,t) - ^(o:); - - ω(1) - *
Nach f, von ^ 2+^2+c^+2 ^+2/^4-2/^ bis c£°2;
Nach/, von y(^f) bis χ(χ)\ Nach j;, von 0 bis
Nach f, von c£°2 bis ^r2+cff2+2/Vif.
Eine weitere Ausf hrung ist auch hier nicht n thig. Als Beispiel m ge
jedoch der specielle Fall, in welchem die Grenzen des Integrals conslant
und h, k, l Null sind, vollst ndig er rtert werden.
Man hat
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14 /· Winchler* über die Reduct ion dreifacher Integrale auf Quadraturen.
und da für ein positives a
ist, so wird man mittels der obigen Angaben und nach einigen nahe liegenden
Umformungen schliefslich zu folgender Gleichung gelangen :
2 y( ~ (tbc^dxdyf(axi -f by1 -f- c-z2) dz
- l* j/'/WC-/)* + ^(-«)
U
/'«£M-V+<£' .L· ,
 ]/ rtt.</(t—a?—btf) — toif(—ab)\*
-J f^-u^^W-=^)-^tlo^7TW^
Die Bedingungen, unter welchen diese Formel gilt, sind, gemäfs dem Vor-
hergehenden, dafs a negativ 2 -f brf > 0 , a|2-f c^>0 sei.
Zu bemerken ist, dafs sich diese Gleichung aus der in (§. 5.) für ein
positives a gefundenen ableiten läfst, wenn man beachtet, dafs in jener frühern
Gleichung alle Bogen, mit Ausnahme des einzigen -7,? H»^ imaginär werden,
theils weil der Cosinus gröfser als l, theils weil er selbst imaginär wird; dafs
ferner, wo l = brf als Zwischen werth der Grenzen sich zeigt, der Cosinus
unendlich grofs wird und dabei sein Zeichen ändert. Zerlegt man dann die
zwei Integrale, bei welchen Dies der Fall ist, mit Rücksicht auf diese Be-
merkungen, in zwei andere und verwandelt die imaginären Bogen in reelle
Logarithmen, thut das Gleiche auch bei dem letzten Gliede der Formel (§. 5.)
und dividirt schliefslich die ganze Gleichung mit ]/— l, so wird man die Formel
für ein negatives a, übereinstimmend mit der obigen, finden.
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7.
Wenn in dem Argumente t die Quadrate der Ver nderlichen fehlen,
also a, b, c Null sind, so werden die eben gefundenen Resultate unbrauch-
bar und es ist eine directe Bestimmung n lhig.
Es sei also
t = axy -{- bxz -}- cyz.
Die Fl che (Fig. 5.), welcher diese Gleichung angeh rt, ist, wenn man u, b, c
als positiv betrachtet, so lange / positiv bleibt, das eintheilige elliptische Hy-
perbolotd, welches einer Kegelfl che asymptotisch sich n hert, deren Spitze
im Anfangspuncte der Coordinaten liegt und von welcher die Coordinaten-Axen
drei Erzeugungslinien bilden. Wird t negativ, so giebt die Gleichung das
zweitheilige Hyperboloid, welches, innerhalb jenes Kegels liegend, sich dem-
selben ebenfalls asymptotisch anschliefst. L fst man also / alle positiven und
negativen Werthe durchlaufen, so entsteht ein System von Fl chen, welche
den ganzen unendlichen Raum ausf llen; wovon jedoch nur Theile der zwei-
theiligen Hyperboloide in den hier zu betrachtenden Raum der positiven Co-
ordinaten fallen. Dieselben zerlegen diesen Raum in vier gesondert zu be-
rechnende Theile, deren bez gliche Grenzen sich wie folgt erstrecken:
Nach/, von 0 bis#(.r); Nach jr, von 0 bis ξ
"" "" v *™ Ν Τ \ « ^ 5 ^ / 5 ™* """ V*1/ ^' ^ TVT l Λ f \ i- · l 1*1rv v /
 ; Nach f, von 0 bisci?v;
ΐ
! :
αχ
Ι - - Ο
l - - ο -
 TV,,t„ - - „w - ^ , . _ _ cj/? _ β^.
} . _ _ ! .
V αχ
Ο - #(jr); - - t//(f) - ! ).
— — ΓΓ\( Ύ* ~t\ mm Vl Ί ^ Ι * mm mm fl/ll/^ mm /*» *
τ V*·^  9 / Λ\*·^'75 Τ \ / 2*5
Ferner ist:
dt ΓdS = —J(log(bx-
Die weitere Ausf hrung m ge z. B. auf den Fall bezogen werden, in welchem
die Grenzen des dreifachen Integrals constant sind. Dann ist:
(X fi— f—b& ω(7) = —
t —
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ferner, wenn a und β positiv sind:
/log (ax*-\- }dx = a?log(^2 + ^ )-f ay-^arctg^y'j-) — 2^-j-Const.
Mittels dieser Angaben erh lt man, nach einigen Reductionen, die symme-
trische Gleichung
/ *dx l dy l f(axy -j- bxz -\- cyz] dz
U 0 U
Γα'^*, x ( £ i ab? + ct , η , actf+bt ,
 0 / / . /,/A<? αξη—ί\\ ,.
=7 /^1ΤΙΟ*;£(^
+ Λ/Χ') l1»og7iSt4+ liog"«^ *
•L/ / ν / ( α 6 * ί ( ^ « Ι ) ! c * l e | < * C ' «6c & V r 6 i rC+«|/t
V'c^/^ U i/(O i-flov y ( 6 ζ—a
+ar^
Sind die Grenzen £, 77,, ζ insgesammt unendlich, so heben sich die
logarithmischen Ausdr cke gegenseitig auf und es bleiben nur die JBogen-
gr fsen brig, von welchen jede einzelne sich auf \n reducirt. Man findet
also, wenn f(f) f r t = 00 verschwindet:
J " * A*f* dyf*
Vergleicht man diese Formel mit der am Schl sse von (§. 5.) ange-
f hrten, so zeigt sich noch, dafs unter den jetzigen Voraussetzungen
y-ίΟΟ />00 ^»00 y'iOO >^OO
/ dxj dy/ f(axy-\- bx%-\ -cy«)rf«==4 / rfW
ist. Wie zu verfahren sei, wenn einer der Coefficienten a, b, c negativ ist,
bedarf keiner besondern Auseinandersetzung.
8.
Wenn das Argument / der Quotient zweier Functionen zweiten Grades
von x, y, % ist, so entspricht der Gesammtheit aller Werthe von / ein System
von Fl chen zweiter Ordnung, welche sich, im Allgemeinen, in einer r um-
lichen Curve vierter Ordnung schneiden. Die Gleichungen dieser Curve er-
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geben sich, wenn man Zähler und Nenner von t, jeden für sich, gleich Null
setzt. Wie leicht zu erachten, ist diese Curve sehr oft imaginär oder liegt
im Unendlichen, oder hat auch nur eine einzige reelle Projection. Die Unter-
suchung der solchen Argumenten entsprechenden Integrale ist sehr weitläuftig
und die Resultate werden überaus complicirt. Als Beispiele wollen wir die
folgenden besondern Fälle näher betrachten.
Es sei
_ .
—
und darin seien alle Coefficienten positiv und aufserdem sei
-£L> A >-!>".
a -> ß> ^
Dann stellt die Gleichung:
(at — a)x2-\-(ßf — b}f-\-(Yt — €)%2-\~ — m = 0,
wenn man t (Fig. 6.) von dem Werthe — an wachsend annimmt, eine Reihe
von Flächen dar, welche für / — — mit dem Puncte anfängt, in das drei-
axige Ellipsoid übergeht, für t — — einen zur sr-Axe parallelen elliptischen
Cylinder und dann das eintheilige Hyperboloid giebt, welches sich für £ = -5-
auf einen zur y-Axe parallelen hyperbolischen Cylinder reducirt. Von hier
an geht die Fläche in das zweitheilige Hyperboloid über, welches für t= —
im Unendlichen mit der #-Axe zusammenfällt. Während also / alle Werthe
von — bis — durchläuft (und andere können nicht vorkommen), entstehen
Flächen, welche den ganzen unendlichen Raum ausfüllen. Die Durchschnittslinie
aller dieser Flächen ist, unter den zu Grunde gelegten Annahmen, imaginär.
In dem besondern Falle, wenn m und Null sind, gehen die Flächen,
von wrelchen oben die Rede war, in Kegelflächen über, deren Spitze im
Anfangspuncte liegt und deren Axe die .r-Axe ist. Und zwar reduciren sich
dieselben, unter den obigen Voraussetzungen, für / = — auf die #-Axe, sind
für die folgenden, kleineren Werthe von t elliptische Kegel und für t = -ß
zwei sich in der y-Axe schneidende Ebenen. Für noch kleinere Werthe
Crelle's Journal f. d.M. Bd. L. Heft 1. 3
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von t entstehen hyperbolische Kegel, welche sich schliefslich f r t = — auf
die sr-Axe reduciren.
Dies vorausgesetzt, sind die Grenzvverthe der sechs einzelnen Theile,
in welche das entsprechende dreifache Integral zerf llt, wie folgt zu nehmen:
Nach y, von 0 bis φ CM); Nach x, von 0 bis ω(/);
c A i * - ' 2Nach i, von — bis
jNach y, von 0 bis χ(χ)\ Nach x, von 0 bis ty(t)\
( - 0 - <P(XIt)',
Nach f, von ^ ,2T· rri bis -
(Nach j, von 0 bis χ(χ)} Nach jr, von 0 bis ξ
( - 0 - φ CM); - | - ω(ί
ΛΤ u , ..Nach /, von t | ^ .T r* bls
'
Nach /, von 0 bis ^(Λ:); Nach x^ von 0 bis
a& _L ^ ff* j
Nach
 >> von ' ^ bis '
INach y, von 0 bis xl/—^ ^;r ff t—o Nach jr, von 0 bis- - λ(ί) -
Nach t, von -* bis
/, von 0 bis xv—-^—7; Nach x, von 0 bisNach
Ferner ist:
'<fe\ («c — cgy) χz+(/?e —- by)y2
„ , . ,. αNach f, von b,s -·
Um daraus rf in reeller Form zu finden, mufs man bei der Integration nach y
unterscheiden, ob /< oder >-4.ist. Im ersten Falle findet man loyarith-
mische, im letztern Zto^/i-Ausdr cke.
9.
F r die eben betrachtete Gleichung:
(at — a)x*-\-( t—b)f + (7t — έ?)«2 + ^ < — w == 0
wollen wir die Voraussetzungen dahin ab ndern, dafs nun m und μ negativ
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und aufserdem
^.>^> >
a > > ß> 7
sein soll. Alsdann existirt in der That eine gemeinschaftliche Durchschniils-
linie aller Flächen. Die Gleichungen derselben sind:
= 0.
Wenn man hieraus die Gleichungen zwischen je zwei der Veränder-
lichen ableitet, so findet sich, dafs die Projection jener räumlichen Curve,
auf xy Theile eine Ellipse, auf x-z Theile eine Hyperbel und auf zy, eine
vollständige Ellipse ist. Diese drei Curven sind zugleich die Leitlinien von
Cylinderflächen, deren Axen beziehungsweise die Axen der z, y, sind.
Wegen des Verlaufes aller, den aufeinander folgenden Werthen von t
entsprechenden Flächen genügt die Bemerkung, dafs man für — < > < ^ £ < —
und für — </<-f °° dreiaxige Ellipsoide; für / = — den bemerkten zur
% -Axe parallelen Cylinder; für — < /< -j emlhe'uige Hyperboloiden (deren
imaginäre Halb -Axen in der «-Axe liegen) und für t = — den schon er-
wähnten, zur y-Axe parallelen Cylinder erhält; dafs ferner für "3"<^<~"
zweitheilige nach der -Axe sich öffnende Hyperboloiden; für £ = — ein ellip-
tischer Kegel (dessen Spitze im Anfangspunct liegt); für — <^<C — wieder
jtt Ct
eintheilige Hyperboloiden (deren imaginäre Halb- Axen in der a? -Axe liegen)
entstehen; und endlich dafs für t = — der bereits genannte, zur o? -Axe
parallele Cylinder zum Vorschein kommt.
10.
Ist
axy -\-bxz -\-cyz__
so sind die allen möglichen Werthen von t entsprechenden Flächen insge-
sammt Kegelflächen, welche sich in den durch die beiden Gleichungen:
axy -\-bxz -\-cyz = 0,
-\- -\- — 0
gegebenen Linien schneiden.
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Es ist leicht zu sehen und nicht näher auszuführen nöthig, dafs diese
Gleichungen vier gerade Linien (Fig. 7.) darstellen, von welchen drei die
Coordinaten-Axen selbst, während die Projections-Gleichungen der vierten
(aß — ab] -\- ( — ac)y — 0, (by — ßc) z -f- (ba — ßa)x — 0 ;
(ca — ) -f (cß — b}z = 0
sind. Ferner sieht man aus der Gleichung der Flächen:
(at — a)xy-\-(ßt — b)xz-\-(<yt — c)yz = 0,
dafs sich dieselben für t — — , -j, — jedesmal auf zwei Ebenen reduciren,
wovon eine durch jene vierte Gerade und beziehungsweise durch die %9 > ar*-Axe
geht und die ändern mit der xy, xz, ys-Ebene zusammenfällt. Die krummen
Flächen reduciren sich also sechsmal auf Ebenen und stellen die Gesammtheit
aller Kegelflächen zweiter Ordnung dar. welche durch vier, im Anfangspunkte
sich schneidende gerade Linien gehen. Die ausführliche Aufstellung der Re-
sultate findet jedoch hier nicht Raum.
Aulser den bisher für t angenommenen Ausdrücken lassen sich noch
beliebig viele andere irrationale und transcendente bezeichnen, für welche sich
die Reduction des Integrals allgemein darstellen läfst und auf welche das bis-
herige Verfahren anwendbar bleibt. Hier möge nur des Falles Erwähnung
geschehen, in welchem
t = aettX-}-befr-\-ce?z
ist. Die dieser Gleichung angehörige transcendente Fläche kehrt, wenn alle
Coefficienten positiv sind, ihre geschlossene Seite dem Räume der positiven
Halb-Axe zu und geht für t= a -\-b-\~c durch den Anfangspunct. Für kleinere
Werthe von t liegt kein Punct der Fläche mehr in jenem Räume.
Die Aufstellung des Systems der Grenzwerthe und der Reductionsformel
hat keine Schwierigkeit. Nimmt man z. B. an, die obern Grenzen des drei-
fachen Integrals seien insgesammt unendlich, so erhält man nur ein einziges
Integral, welches wie folgt zu nehmen ist:
-j / _ aeax _ c \ t _ b _ c
Nach y, von 0 bis -s- log-- ; Nach x, von 0 bis — log -- ;
Nach i, von a -\-b-\-c bis <x>.
Da ferner
//
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ist, so geht das dreifache Integral in
bc
über, oder man erhält nach einiger Transformation, und wenn man dann auch
die Integrationsfolge ändert:
f °° dxj * dyf™f(aeax -f be^ -f ce**) dz
0
+ -J-c a-\-b-}-c
l /iCO dz , (a-\-z)(c4-z) *
 f f \ * \ \ . dt
= —5- / - r— log ~ V ~ / ^ + *4-^ + +^) - 7·/^yy «4-c+s 6 «e */ ' ' ' ' ' 'ö4-tr/
 o ' ' o '
Dafs die Integrale rechts, wie nach a, , , so auch nach a, b, c
symmetrische Functionen sein müssen, versteht sich, geht übrigens auch aus
den Gleichungen (A §. 1.) hervor, wenn man sie auf das durch die oben
angegebenen Grenzen (nach und x) bestimmte Doppel - Integral anwendet.
Diese Symmetrie läfst sich übrigens auf ähnliche Weise darstellen, wie z. B.
diejenige des einfachen Integrals
r* dz
J , (s—<
ohne dafs die Ausführung der Integration nöthig wäre.
11.
Aus den oben angeführten Reductionsformeln unseres dreifachen In-
tegrals mögen noch die folgenden speciellen Resultate abgeleitet werden.
Es sei a = b — c, = = und /"(£) = e~f, so ergiebt sich, mit
Rücksicht auf die bekannten Formeln,
- -log a: J J .r + c
die sehr bemerkenswerthe Gleichung
ö
 ab
welche sich jedoch auch durch ein anderes Verfahren erlangen läfst. Setzt
man hierin ak, bk, kz statt a, b, z und reducirt, so erhält man weiter:
/
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Durch theilweises Integriren und mit Berücksichtigung der Gleichung
= y(logc — ec*liO~a))
ergiebt sich hieraus noch folgendes Resultat:
U. s. f.
12.
Fügt man dem f ( t } noch eine vollständig gegebene Function von x, y, z
als Factor bei, so erleiden die Grenzen, welche, wie man weifs, aus der Be-
schaffenheit des Arguments t ihre Bestimmung erhalten, keinerlei Änderung,
während jedoch die betreifenden Reductionsformeln eine beträchtliche Ver-
allgemeinerung erfahren. Da das Verfahren dasselbe bleibt, wie bisher, so
möge nur der Fall berührt werden, welcher sich auf die lineare Form des
Arguments (§. 2.) bezieht und wo der Einfachheit wegen angenommen werden
mag, die Grenzen des dreifachen Integrals seien insgesammt constanf. Die
entsprechende Gleichung kann entweder durch Umgestaltung der in (§. 2.) ge-
gebenen Grenzen, oder, was noch bequemer ist, mit Rücksicht auf die in (§. 1.)
angeführte Transformations-Gleichung (A), unmittelbar aus der (Fig. 8.) ab-
gelesen werden, wo der Raum so abgetheilt ist, dafs das Resullat sogleich
in seiner symmetrischen Form sich zeigt.
Bei den vorliegenden Betrachtungen besteht überhaupt ein wesentlicher
Nutzen der geometrischen Repräsentation dar in , dafs sich sogleich aus der
Figur abnehmen läfst, welches die einfachste und eleganteste Darstellung des
entsprechenden Integrals sei. Insbesondere entspricht einer symmetrischen
Figur immer auch ein symmetrischer analytischer Ausdruck. Setzt man zur
Abkürzung:
= F (x,
 r) ; Fx, ^ , = p
so ergiebt sich
/ "dx J f^f\ax -j- by f cz} . F(x, y, z ) d
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i-η'ξ i—by 1^η 1~cz
' "
 dyf " Ptor^f ^fb"fWdlf c d%f
' U
1—ί-ζ i— αχ
/-ff l 1-by
» 6 /» α Ftor)<fc
4 /*αξ+€·ζ S* a /» c
-jj f(t}dtj dxj ¥(x,z)dz
1— by— ο
\ S*a£+bq+L'£ S* b /» α
+ty w*/ rfv F(
Ο η ζ
Das letzte Glied hat hier keine symmetrische Form, aber es w re leicht,
demselben mittels der Gleichung (A. des §. 1.) eine solche Form zu geben;
wobei es jedoch durch drei dem Werthe nach gleiche Integrale ausgedr ckt
werden w rde.
13.
Als Beispiel f r diese Formel wollen wir
setzen. F hrt man die Integrationen aus und setzt zur Abk rzung:
c — by==a1^ γα — ca = b^ ab — a = ^  ,
so wird sich folgende Formel finden:
(ax -f by -f cz} . ex+to+v* dz =
l ( ra-ξ iLt /»&,? It r^ ϊ-t \
~^TrV f^ea * + **!/ AOe6 dt + ccj f(t)ec dt\
1 i i
 ' '
Α ί />!>η+€ζ Γ±1
 α > η € a ; n
·^ y ^^ 6 rf<- · * ^ « * *
* '
 c£
dt
α'ξ αξ^η bη
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Es sei hierin £ = 7j = £=oc, so folgt:
/
3C X»QO *00
ob- / rfy / /*(«# -f #y -f #&)
0 0 0
=
 a
 !(ab — aß)(ac — av)J '* )  ay)
> — cti}J
li
Ändert man die Zeichen von u, ß> und sieht dann die Coefficienten als
positiv an ; setzt ferner
und bemerkt, dafs sich dann die drei Bestandtheile der Formel durch Integral-
Logarithmen ausdrücken lassen, so ergiebt sich:
/"° i /^ 3 * c-^x+ßy+v^ ,l dx l dy / - — :- j— dzJ J JJ ax + b cz-\- m
ß y y
~m, / — i-m\ ~m , . / — *-wi\
.
 6
 l i(g 6 j cg6' h ( c J
— ' —cccb—c'
Für ein zweites Beispiel sei:
Erwägt man, dafs, wenn wieder a, , negativ angenommen werden,
die drei Integrale der allgemeinen Formel sich auf
reduciren lassen, so wird sich alsbald die folgende Formel finden:
r>00 X»GO x-»CC
/ dx l dy / (ax-{-6y-\-cz)ne~tax+fr+**
0 0 0
J a / a\n+2 ß f A\n+2^b~aß)(ac—ay)\a) ^ (ßa—ba)(ßc—by)\J3/ ' (^a
Endlich setze man noch:
und nehme wieder an, es seien &> , negativ. Dann findet sich die
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Gleichung:
**ert'*+fr+v*) log (ax + by -|- cz + m) rf* =
(l 0
β Υ 7m
 ~
m
 ""*fo6 Jie" /6_\2 , ^e~ H *>" / c· \2
« — ία) ( 'e· — \~ftJ ' b — c(a — ca \ )
U. s. w.
14.
In der allgemeinen Formel (§. 12.) werde ferner
geselzt. Dann ist, wenn «t, A19 cx dieselbe Bedeutung wie oben behalten
r^ Λ" / Λ 7 /? f((w4-fy-\-CZ) j(n — l ;( n — 2)7 rfx· / rfy/
 x , T , , <fe^ A ;/ ·/ γ («^+^r+r^+^r
α
'ϊ f(t)d1 , 6"
/'(/) r/f ___ r«t+bn+ct f(t)dt __ , /*°S+cC
+^-c^)"^ "V
 te (a< + fft — C^-K «-2 +/ (afνη-^-CL, CL,
f(t)dt
__
 bi+^ f ( i ) d t
r c » — A « ' " ~ a "et ς.-]- ο η
Ist hier | = ry = £ = oc, so erh lt man:
c""1 | /·αΗ4' /'(<)(/? __ /'«s+bg+cj f(j)dl, _ .
V^U (yi+c/t— ftji— 2 7 (yr + f  J+«i'?)"~a V
^/ ^ f( w — i ) ( n —2) /
' (ra-
F r die Werthe l und 2 von /i werden diese Formeln unbrauchbar und die
Reduction mufs auf directe Weise geschehen.
Setzt man in der letztern Gleichung
/•(O = r
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und beachtet, dafs
/>co tmdt
J (
i η — m — 3)
(η— 2)
ist, so zeigt sich vor Allem, dafs das dreifache Integral einen endlichen Werth
hat, wenn
n > 2 und m<^n — 3
ist, und man findet unter dieser Voraussetzung folgendes Resultat:
Γ * j Γ~ j /'"J dxJ άυ
 ( vo o u
JT(m-f ί)Γ(η — ηι — 3) i
«-»«-3 (W_jj(w - l2jjr(w — 2) !(« — a )(ac — αγ) \~a
a \
_Ύ
 ( a — ba)( c—bγ)
Das analoge Resultat f r das doppelte Integral ist:
(η— m— 2) / i / a \m+A . 1 /
(n_ l /·/* — 1) \a~ab\a) \ ba — a\
Endlich werde noch angenommen, es sei:
AO = r*.
Unsere Formel liefert dann wieder drei einfache Integrale f r das ent-
sprechende dreifache Integral. Da aber nach einer allgemeinen Formel von
Cauchy
χ.» ^ /-00
J J Y (<x
ist, so ergiebt sich, durch Vergleichung beider Resultate und nach einigen
Umformungen der resultirenden Gleichung, folgende bemerkenswerte Relation:
f _ Γ(η-\-1)(az -f a)( z + b) (γζ -f c) n (n — i)k"-
a
n
 _ Γ"3 c-*zdz
—a)ac—ar)J (as + ci)"-"1(ab u )(ac — ay)J
( a—ba)( e—by)J
( c^b_c ]f-(
/*° er** <IZ
 ( z+bY-i
mittels welcher sich das Integral links, wenn n eine positive ganze Zahl ist,
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insofern finden lafst, als
/
°° e~*
zdzj—-—- etc.
u (« + «)-1
durch partielle Integration auf Integral-Logarithmen zurückgeführt werden
können.
15.
Eben so leicht wie in den bisherigen Fällen werden sich auch die
Reductionsformeln herstellen lassen, wenn fürF(x,y,z) einer der Ausdrücke
cos (Ix -j- ) cos (tny -f ) cos (nz -j- v},
gesetzt wird. Es finden sich dadurch jedesmal neue Resultate.
Sind die Grenzen des dreifachen Integrals unendlich, so lassen sich,
den früheren Erörterungen zufolge, leicht allgemeine Gleichungen aufstellen,
welche die meisten der bisherigen Ergebnisse als specielle Fälle enthalten.
So erhält man z. B., mit Berücksichtigung der Gleichung [A. §. 1.),
sogleich:
dx i ™ f ( -\-by-\- cz}F(x, y, z] dz
/— 6y i 1—cz
0 0 (J 0 0
t 1—a.r
0 0 0
Ferner ist, wenn man
dxf F^
F f T* V* oti*l \JL> J J J v? l v·
^ - * - p , ^ * / \ ' J /
setzt:
f-\-c*?)F(x,y,*)dz
0 0
Es wäre leicht, den hierbei zu Grunde liegenden Satz allgemein zu
formuliren. Nur müssen, wie sich versteht, die Functionen f und F oder,
im Allgemeinen wenigstens, ihr Product ins Unendliche abnehmen, wenn die
4*
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Veränderlichen ohne Ende wachsen. Ähnliche Formeln erhält man auch für
doppelte Integrale.
16.
So viel mir bekannt, hat man sich mit der Reduction dreifacher Inte-
grale, bei welchen die Function von zwei getrennten Argumenten abhangt,
bis jetzt nicht beschäftigt. Die Reduction ist in sehr vielen Fällen ebenfalls
durch ein geometrisches Verfahren ausführbar und die Resultate übertreffen
alle bisherigen an Allgemeinheit. Um den Gang in Kürze zu bezeichnen,
seien t und r die zwei gegebenen Ausdrücke in , y, z, von welchen die
Function abhangt. Da sich für jeden Werth von t und unendlich viele
Werthe von xy , - angeben lassen, so lassen sich t und als die Para-
meter zweier krummen Oberflächen betrachten, deren Durchschnitt im Allge-
meinen eine Curve von doppelter Krümmung ist. Ändern sich nun jene
Grofsen um dt und , so entstehen zwei weitere Flächen, welche mit den
beiden früheren ein Element des Raums von unendlich kleinem Querschnitte
einschliefsen, welches man, um seine Gestalt zu bezeichnen, etwa ein ge-
wundenes Prisma nennen könnte. Schneidet man dasselbe durch eine mit
parallele Ebene, so ist der Schnitt ein kleines Parallelogramm, welches
sich in seiner natürlichen Gestalt auf projicirt und welches, mit dz mul-
tiplicirt, das Volumen der unendlich kleinen Schicht jenes Prisma's giebt. Der
Inhalt des Parallelogramms läfst sich allgemein ausdrücken, so dafs sich für
das genannte Volumen
findet. Um hieraus das prismatische Elemenl abzuleiten, ist zuerst nach %
zu integriren, und zwar zwischen Grenzen, welche sich aus der Lage der
Puncte ermitteln lassen, in welcher das Element die, durch die Grenzen des
Integrals bestimmten Theile der Oberfläche des ganzen Raums trifft. Man
integrire hierauf nach t, wobei r constant bleibt, und dann schliefslich nach r,
jedesmal innerhalb der Grenzen, zwischen welchen der zu berechnende Be-
standtheil von den nämlichen Linien oder Flächen eingeschlossen bleibt , so
wird man die einzelnen Integrale erhalten, aus deren Summe das dreifache
Integral besteht. Die Zahl dieser Theile., welche sich im Allgemeinen nicht
weiter vereinigen lassen, beträgt im Allgemeinen wieder sieben.
Um diese Bemerkungen auf einen bestimmten, möglichst einfachen
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Fall anzuwenden , setzen wir zwei lineare Ausdrücke t und und nehmen
die Grenzen des Integrals als constant an.
Die sich schneidenden Flächen
/ i= ax -[- by -j- cz, — -|- ßy -j- ·
sind also Ebenen, und der zwischen je vier auf einander folgenden Ebenen
dieser Art enthaltene Raumtheil ist ein gerades Prisma.
Wenn man nun, um sich hinsichtlich der Lage jener Ebenen auf einen
ganz bestimmten Fall beziehen zu können., annimmt, es seien alle Coefficienten
positiv und es sei aufserdem:
so hat eine unendlich dünne Schicht des Prisma's:
o ' / drdfdz,
uß— ab
also das Prisma selbst:
/u — ab ^
zum Ausdrucke.
Das dreifache Integral kann in dem vorliegenden Falle nicht durch
weniger als sieben Doppel-Integrale ausgedrückt werden, deren geometrische
Darstellung man findet, wenn man, wie in (§. 2.) parallele Ebenen ( } durch
die daselbst angegebenen Eckpuncte des parallelepipedischen Raumes ( , / ) legt.
17.
Die obigen Annahmen rücksichtlich der Coefficienten haben zur Folge,
dafs die Ebenen der beiden Systeme (t und r) die positiven Halb-Axen der
x, y, z schneiden und dafs eben so die Projection ihrer Durchschnittslinien
auf xy die beiden entsprechenden positiven Halb-Axen schneidet.
Die Bestimmung der Grenzen ist oben im Allgemeinen bezeichnet
worden; sie ist etwas beschwerlich, ohne jedoch schwierig zu sein. Eine
detailirte Ausführung derselben würde zu umständlich sein, während sich die
Grenzen-Ausdrücke, bei Benutzung einer richtigen Figur fast ohne Weiteres
hinschreiben lassen.
Indem wir also das Weitere übergehen und uns auf das Endresultat
beschränken, möge nur noch die Bemerkung ihre Stelle finden, dafs sich das
System von Werthen, wie es sich, unter Beibehaltung einer und derselben
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Aufeinanderfolge der Veränderlichen aus der Figur ergiebt, leicht in ein an-
deres transformiren läfst, wobei der Reihe nach jedesmal eine andere Ver-
änderliche eliminirt ist, und wodurch die Theile des Integrals eine symme-
trische Form bekommen. Der letztere Umstand ist um so mehr zu beachten.,
da die Symmetrie der Formeln, hier, wie in den früheren Fällen, das sicherste
Mittel zur Prüfung der Rechnung abgiebt.
Setzt man wieder zur Abkürzung:
ßc — by = a1, — ca = b± , ab — aß = c^
so findet man schliefslich folgende Gleichung:
/ *dxj ndyi f(ax -f by -f cz, ax -f ßy -\- ) dz
=/·'* *>"<
, r - , r) dt
bT-\-a{
yu
Wenn f(t9r) so schnell abnimmt, dafs für = = = die Inte-
grale, bei welchen diese Gröfsen in den untern und obern Grenzen zu-
gleich vorkommen, der Null sich nähern, so reducirt sich das dreifache Integral
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auf die drei ersten Doppel-Integrale und man erhält:
/
OO ^»00 S*<X>
dx l dyj f(ax -f by -f cz, ax -f ßy -f y«0 «fo
(ßa-ba)(flc-br)
("-r W· )
(ra-ea)(yb-eß)
Formeln dieser Art lassen sich auch noch für viele andere Formen
von / und r finden. Sofern es sich aber um eine explicite Darstellung der
Reductionsformeln handelt, werden die Resultate so weitläuftig, dafs sie sich
hier zur Mittheilung kaum mehr eignen.
Zürn Schlüsse noch die Bemerkung, dafs frühere Andeutungen, so wie
die Resultate selbst, sehr leicht auf die Bildung der entsprechenden 4, 5, . . . n-
fachen Integrale führen.
Brunn, 3 August 1853.
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